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ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΘΕΤΙΚΗΣ ΚΑΙ ΤΕΧΝΟΛΟΓΙΚΗΣ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ – Γ’ 
ΛΥΚΕΙΟΥ - ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ  

 
 
ΘΕΜΑ : 1Ο  
 

Α.  Η συνάρτηση ∫ ⋅=
x

α
dt)t(f)x(F  είναι µια παράγουσα της f στο ]β,α[ .  Επειδή 

και η G είναι µια παράγουσα της f στο [α,β] θα υπάρχει Rc∈  τέτοιο ώστε : 
c)x(F)x(G +=     (1) 

 
 Από την (1) για x=α έχουµε  
 ∫ +=+=

α

α
cdt)t(fc)α(F)α(G    οπότε : c=G(α) 

 
 Εποµένως )α(G)x(F)x(G +=  
 Οπότε για βx =  έχουµε  
 ∫ +=+=

β

α
)α(Gdt)t(f)α(G)β(F)β(G  και άρα )α(G)β(Gdt)t(fβ

α
−=∫  
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 τότε έχουµε =′ )x(f xσυν1xσυνh
)x(f)hx(flim
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Β.2.  α) Λάθος  
  β)  Λάθος  
  γ)  Σωστό 
  δ)  Σωστό 
  ε)  Σωστό 
 
 
 
 
ΘΕΜΑ 2Ο 
 
 
f(v)=iv z⋅ ,    *Nv∈  



Ñ
Ï

Ì
Â

Ï
Ó

 
α.  =+⋅+⋅+⋅=+++ zizizizi)18(f)13(f)8(f)3(f 181383 0zizziz =−++−  
 
 
 
β.  ( ) 


 +++=+


 +==⋅= )θ2

π(ηµi)θ2
π(συνρηµθiσυνθρ2

πηµi2
πσυνizzi)13(f 13  

 
γ.  Έστω Ο(0,0) η εικόνα του µιγαδικού 0, Α η εικόνα του µιγαδικού z και Β η 

εικόνα του µιγαδικού f(13)= izzi13 =⋅ .   
 Έχουµε ότι 2z =  άρα (ΟΑ)=2 και  ότι η εικόνα του f(13)  προκύπτει αν 
περιστραφεί η διανυσµατική ακτίνα OA  κατά γωνία π/2. Άρα ο f(13) έχει 
διανυσµατική ακτίνα OB  ώστε το τρίγωνο ΟΑΒ να είναι ορθογώνιο και 
ισοσκελές. Τότε 2222

1)OB()OA(2
1E =⋅⋅=⋅=  

 
 
ΘΕΜΑ 3Ο 
 
α.  Επειδή η gοf   µε πεδίο ορισµού το R είναι 1-1 θα έχουµε ότι για κάθε 

Rx,x 21 ∈  µε 2121 xx)x)(gοf()x)(gοf( =⇔=     σχ(1) 
 Έστω Rx,x 21 ∈  ώστε  
 )x(g)x(g 21 =  τότε  ( ) ( ) )x)(gοf()x)(gοf()x(gf)x(gf 2121 =⇒=  
 και από την σχέση (1) έχουµε ότι: 21 xx = .  Άρα η g είναι 1-1 
 
β.  Επειδή η g είναι 1-1 θα έχουµε ότι: ( ) ( )1x2)x(fgxx)x(fg 3 −+=−+  
 01x3x1x2xx1x2)x(fxx)x(f 333 =+−⇔−=−⇔−+=−+⇔  
 Έστω 1x3x)x(h 3 +−=  ,  Rx∈   
 Έχουµε ότι: 3x3)x(h 2 −=′   
 1x03x30)x(h 2 ±=⇒=−⇒=′  
 ),1()1,(x0)x(h +∞∪−−∞∈⇔>′  άρα η h είναι γνησίως αύξουσα στο ( ]1,−∞−  

και στο [ )∞+,1 .  
 ραά)1,1(x0)x(h −∈⇔<′  η h γνησίως φθίνουσα στο [ ]1,1−  και η h θα 

παρουσιάζει τοπικό µέγιστο στο 1x 0 −=  το h(-1)=3 και τοπικό ελάχιστο στο 
x0=1 το h(1)=-1 

 
 Επίσης −∞==+−=

−∞→−∞→−∞→

3

x

3

xx
xlim)1x3x(lim)x(hlim  

 και +∞==+−=
+∞→+∞→+∞→

3

x

3

xx
xlim)1x3x(lim)x(hlim  

  
 Όταν  ]1,(x −−∞∈  η h έχει τιµές στο ]3,(−∞  στο οποίο περιέχεται το 0 άρα 

έχει ρίζα µοναδική επειδή είναι γνησίως αύξουσα.  
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 Όταν ]1,1[x −∈  τότε έχει τιµές στο [ ]3,1−  στο οποίο περιέχεται το 0 άρα έχει 
ρίζα µοναδική γιατί είναι γνησίως φθίνουσα.  

 Όταν [ )+∞∈ ,1x  έχει τιµές στο [-1,+ )∞  στο οποίο περιέχεται το 0 άρα είναι 
ρίζα µοναδική γιατί είναι γνησίως αύξουσα.  

 Η ρίζα του διαστήµατος ]1,( −−∞  είναι αρνητική, η ρίζα του διαστήµατος 
 [1,+ )∞  είναι θετική και η ρίζα του διαστήµατος [-1, 1] ανήκει ειδικότερα στο 
(0,1) γιατί ισχύει το θεώρηµα Bolzano στο [0,1] επειδή η h έχει συνεχής σαν 
πολυωνυµική και h(0) 01)1(1)1(h <−=−⋅=⋅  

 
ΘΕΜΑ 4Ο 
 
α.  Θεωρώ )x(g)x(h)x(f −=  συνεχής στο [α,β] 
 Επειδή )x(g)x(h >  για κάθε ]β,α[x∈   
 0dx))x(g)x(h(β

α
>−∫  

 ∫ ∫ >−
β

α

β

α
0dx)x(gdx)x(h  

 ∫ ∫>β

α

β

α
dx)x(gdx)x(h  

 
β. i)  Ισχύει 1xe)x(f )x(f −=− −     x∈R    (1) 

Παραγωγίζοντας την σχέση (1) βρίσκουµε:  
 

 1)x(fe)x(f )x(f =′⋅+′ −  και  [ ] 1e1)x(f )x(f =+′ − , )Rxθεάκγια0e1( )x(f ∈≠+ −  
 
 Άρα )x(f

)x(f

)x(f e1
e)x(fe1

1)x(f
+

=′⇔
+

=′
−

 
 Παρατηρώ ότι 0)x(f >′   για κάθε Rx∈  
 

ii)  1e
e)x(f )x(f

)x(f

+
=′   ,  η f ′  παρ/µη ως πηλίκο παραγωγίσιµων συναρτήσεων 

 
 Άρα 2)x(f

)x(f

)1e(
)x(fe)x(f

+
′⋅=′′  

 
 Παρατηρώ ότι 0)x(f >′′  για κάθε Rx∈  άρα f ′  γνησίως αύξουσα στο R 
 
 
 
 
 
 Εφαρµόζω ΘΜΤ για την f στο ]x,0[  µε x>0 

• f συνεχής στο ]x,0[  
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• f παραγωγίσιµη στο (0,x)      από το ΘΜΤ υπάρχει τουλάχιστον  
  
ένα:  

)x,0(x 0 ∈ : x
)x(f)x(f0x

)0(f)x(f)x(f 00 =′⇔
−
−=′  

 Όµως )x(f)x(f)0(fxx0 0
ξουσαύαωςίγνησf

0 ′<′<′ →<< ′  

 )x(fx)x(f2
x)x(fx

)x(f
2
1)x(fx

)x(f
e1

e
)0(f

)0(f
′<<⇒′<<⇒′<<

+
⇒  

 
iii)  Ισχύει )x(fx)x(f2

x ′⋅<<  για κάθε x>0.  
Παρατηρώ ότι για x=0 θα ισχύει σαν ισότητα. 
∆ηλαδή : ≤0 )x(fx)x(f2

x ′⋅≤≤  για κάθε 0x ≥   

Επειδή 02
x)x(f ≥− και 0)x(f)x(fx ≥−′  χωρίς να είναι παντού µηδέν στο [0,1] 

 
Έχουµε 

⇔′<< ∫∫ ∫ dx)x(fxdx)x(fdx2
x 1

0

1

0

1

0 ∫ ∫ ∫ ′⋅<<
1

o

1

0

1

0
dx)x(fx)x(d)x(fdx2

x   

διότι: 0
2
x
>   ,   0)x(fx >′⋅  για κάθε χ>0 

 

4
1x

4
1dx

2
x 1
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21

0
=


=∫  

 ( ) [ ] ∫∫∫ −=−⋅=′⋅=′⋅
1

0

1

0

1

0

1

0
E)1(fdx)x(f)x(fx)x(d)x(fxdx)x(fx  

Η ανίσωση γίνεται E)1(fE4
1

−<<  
Το α΄ µέλος της ζητούµενης ισχύει 
Το β΄ µέλος : 2

)1(fE)1(fΕ2E)1(fE <⇔<⇔−<  

Τελικά )1(f2
1E4

1
<<  

 
 

Επιµέλεια: Βασίλης ∆ριµιλής , Πέτρος Ξηνταβελώνης,  
∆ηµήτρης Τσόγιας - Μαθηµατικοί 


