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ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ 
 
 
ΘΕΜΑ 1 
Α1. Σχολικό βιβλίο 
Α2. Σχολικό βιβλίο 
 
Β. α.Λ,  β.Σ,  γ.Σ,  δ.Λ ε.Σ 
 
ΘΕΜΑ 2 
 f(x)=2+(x-2)2=x2-4x+6           x≥ 2 
α) Η f είναι παραγωγίσιµη µε f΄(x)=2x-4     x≥ 2 
Άρα f΄(x)=2(x-2)>0 για κάθε x>2  
και επειδή f συνεχής στο [2, +∞ ) 
Η f γνησίως αύξουσα στο [2, +∞ ) 
Άρα η f είναι “1-1” στο στο [2, +∞ ) 
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x-2= 2ψ − ,  x= 2ψ − +2 δεκτή  

µε ψ≥ 2 έχουµε:  
x-2= - 2ψ − ,  x= - 2ψ − +2 απορ. 

 
Άρα f-1(x)=2+ 2x −  µε x≥ 2 
 
γ.  
i)f(x)=x⇔ 2+(x-2)2 ⇔  (x-2)2-(x-2)=0⇔ x2-5x+6=0 
                   
x=2  ή x=3 
 
 Άρα κοινά σηµεία των f, f –1, ψ=x  τα Μ1(2,2)     Μ2(3,3) 
 
ii)Tο ζητούµενο εµβαδό είναι διπλάσιο του εµβαδού ανάµεσα f και ψ=x 
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x2-5x+6<0 για κάθε x ∈  [2, 3]  
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ΘΕΜΑ 3 
 
α) Έστω 1321 zzzz −=− ⇔    (z1=-z2-z3) 
⇔ ⇔+=−− 2332 zz2zz2  
⇔ ⇔+=+
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(2z2+z3)(2 =+ )zz 32 (2z3+z2)(2 )zz 23 +  
4z2 2z +2z2 =++ 33323 zzzz2z  
=4z3 ⇔+++ 2232233 zzzz2zz2z  
⇔ 3 33z3z 2

3
2

2 =⇔=  που ισχύει 
 
Όµοια  33z3z3..........zzzz 2

3
2

13221 =⇔=⇔⇔−=−  που ισχύει 
 
ii) 2zzzz 2121 =+≤−  
 
 Άρα 4zz 2

21 ≤−  (z1-z2)( 4)zz 21 ≤−  
 
z1 1z -z1 2z - 1z z2+z2 2z 4≤  
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z1 2z + 1z z2 2−≥    
 
2 Re (z1 2z ) 2−≥    Re(z1 2z ) 1−≥  
 
β) Λόγω του 1zzz 321 ===    οι εικόνες των  z1, z2, z3 ανήκουν σε κύκλο µε κέντρο Ο(0, 0) και 
R=1 
 
Λόγω του 133221 zzzzzz −=−=−   οι εικόνες τους ισαπέχουν µεταξύ τους άρα ορίζουν 
ισόπλευρο τρίγωνο. 
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α) Πρέπει  
• 101 ≠⇒≠− xx  
• x>0 
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άρα ( ) ( )+∞∪=∆ ,11,0f  
Η f είναι παραγωγίσιµη στο ∆f  µε ( )2

2

1
1)(
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xxf  
Παρατηρώ ότι ),1()1,0(,0)( +∞∪∈∀<′ xxf  
Άρα η f είναι γνησίως φθίνουσα στα διαστήµατα (0,1) και ( )+∞,1  
Άρα προκύπτει ο πίνακας  
 x 0 1             +∞  

 f΄ - -  
       f    

Για το σύνολο τιµών θα υπολογίσω τα όρια της f  Α1 =(0,1) 
+∞=


 −−

+=
++ →→

xx
xxf

xx
ln1

1lim)(lim
00

 

−∞=


 −−
+=

−− →→
xx

xxf
xx

ln1
1lim)(lim

11
 

Α2 = ( )+∞,1  
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άρα Rf = R 
 
β) Η f είναι γνησίως φθίνουσα στο (0,1) µε Rf = R. 
Παίρνει την τιµή 0, άρα έχει µοναδική ρίζα στο διάστηµα (0,1). 
Η f είναι γνησίως φθίνουσα στο ( )+∞,1  µε Rf = R. 
Παίρνει την τιµή 0, άρα έχει µοναδική ρίζα στο διάστηµα ( )+∞,1  
 
γ) 0,ln)( >= xxxg  µε 0,1)( >=′ x
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Αφού ταυτίζονται ισχύει: 
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   ∆ηλαδή f(α)=0 και κατά συνέπεια το α είναι ρίζα της f. 
 
δ) Από το γ ερώτηµα έχουµε ότι αν έχουν κοινή εφαπτοµένη σε σηµεία  Α(α, lnα), Β(β, eβ) το α είναι 
ρίζα της f. 
H f  όµως ισχύει ακριβώς  δύο ρίζες x1, x2 άρα υπάρχουν ακριβώς δύο σηµεία Α1(x1, lnx1), A2(x2, lnx2) 
στα οποία οι εφαπτοµένες της h στα αντίστοιχα σηµεία Β1(-lnx, )x

1
1
 και Β2(-lnx2, 

2x
1 ) 

 

 


